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SUMARIO:

e Este artigo debruca-se sobre o problema da andlise de dados categorizados quando os
dados incluem unidades cuja resposta a todas as variaveis ndo é integralmente conhecida.
Pretende-se nele rever e desenvolver a aplicagdo da abordagem por méxima
verosimilhanca baseada num modelo amostral Multinomial munido de uma estrutura néo
informativa para 0 processo de ndo-resposta (ou de censura). Os resultados dessa
aplicacdo sdo descritos em formulagdo matricial apropriada para a sua implementacéo
computacional de uma forma independente da configuracéo da tabela de contingéncia e do
padréo de incompletude dos dados.
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ABSTRACT:

e Thisisan article dealing with the analysis of categorical data when some sample units are
not fully classified. It isintended to review and develop the application of the maximum
likelihood approach when based upon a Multinomial sampling model provided with a non-
informative structure for the non-response (or censoring) process. The results of such
application are described in matrix terms suitable for their computational implementation
regardless of the contingency table shape and the data incompl eteness pattern.
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1. DESCRICAO DO PROBLEMA

Consideremos um processo de classificacdo de » unidades amostrais segundo
variaveis categorizadas cuja distribuicdo conjunta se representa numa tabela de contingéncia
com m celas. Razbes varias fazem com que por vezes tal processo amostral sga
incompl etamente observado ou registado no sentido em que nem todas as unidades aparecem

perfeitamente classificadas segundo cada uma das variaveis.

As unidades com aguma classificagdo omissa (também denominada censurada)
surgem registadas em classes de pelo menos duas celas da tabela que agrupamos no conjunto
A,. O conjunto M, ={{i},i=1...m agrupa as classes em que se registam as unidades
compl etamente categorizadas, constituindo pois a particdo mais fina do conjunto das m celas
databela{l,...,m} .

Vamos admitir que o conjunto A , é formado por 7' —1 particGes deste conjunto,
M, :t=2,...,T, sem elementos comuns entre elas, onde se toma I, ={C,j,j =L...,m,}.

Este padréo de registo ocorre quando h&d omissdo da classificacdo em uma ou mais variaveis

Ccomo acontece frequentemente.

Por conveniéncia matemética, vamos representar por Z=[Z,,=1...,{] a matriz
particionada mx (m +1), /= zfzzm, , onde cada submatriz Z,,¢ =1,...,t , é representada por
Z, = [z,j,j =L...,m,] em que z, € um vector mx1 indicando as categorias que pertencem a
classe C; através de uns, sendo as restantes componentes nulas. Note-se que m; =m,

Cy; ={j} e z, =1, (matriz identidade de ordem m). Consistentemente com 0 exposto, 0s

T
dados observéaveis sdo as frequéncias registaveis no conjunto A =|(JM, , denotadas por
t=1

N=(N,s=1...,z),emque N, =(n,j,j=l,...,m,).

A andlise deste tipo de dados visa geralmente os mesmos objectivos que no caso do
problema padréo de dados completos em gque ndo existem observages omissas nem se admite
a possibilidade da sua ocorréncia. Ou sgja, pretende-se tracar inferéncias sobre a distribuicéo
conjunta das variaveis categorizadas definidoras da tabela. Para o efeito, necessita-se de

estabelecer um modelo estatistico capaz de explicar os dados observados, sendo tal o objecto

da Seccéo 2.



Na Seccdo 3 avangar-se-a com 0 gjustamento de modelos de omissdo ndo-informativa
pela metodol ogia de maxima verosimilhanga, preparando o terreno para a anaise de modelos
estruturais estritamente lineares e log-lineares a desenvolver na Seccédo 4. A Ultima sec¢do

ilustra a aplicacéo dos métodos descritos através de dois exemplos.

2. MODELACAO

O primeiro pressuposto é o de que as n unidades amostrais foram seleccionadas

segundo um processo de amostragem aleat6ria simples de uma dada popul agéo com dimensao

suposta suficientemente grande. Deste modo, considera-se que o vector y = (v,,i =1,...,m)

de frequéncias hipotéticas que resultariam da classificagdo completa de todas as unidades
possui uma distribuicdo amostral Multinomial com parametro probabilistico caracterizando a

distribuicdo conjunta da tabela denotado por 6 =(4,,...,6,, ), Z&i =1

Admitamos para a modelacio do processo de registo (ou de censura) que para toda a
celai, as y; observagOes ficticias se repartem por todas as classes de A contendo i de acordo
igualmente com um processo Multinomial de paré@metros A;,t =1...,T tais que Zleiﬂ =1.
Denotando por {)’u} as frequéncias desdobradas, tem-se entéo que a distribuicdo amostra
conjunta de (y”.; t=1,...,T,i :L...,m) condicional em y é um produto de distribuicdes
Multinomiais independentes. Consequentemente, a distribuicdo amostral conjunta de {yt} e
uma distribuicio Multinomial com parametros {6.A,}. Mas, a excepcéo de
{yh. =ny,i =l,...,rr} , estas frequéncias ndo sdo observaveis. As frequéncias observaveis

resultam destas frequéncias ficticias por agrupamento,

n; = zyﬁ,j=l,...,m,, t=2,...,T.
i‘c,

Por conseguinte, a distribui¢do amostral conjunta de N € descrita por um modelo Multinomial

com func&o de probabilidade

f(N|{9,-J\t})=TZ—!fI (9"}‘”)%[@ 1 E

Este modelo, naturamente sobreparametrizado (h& mT parametros para apenas m+!/

observagOes), padece previsivelmente de falta de identificabilidade, inviabilizando a



reaizacdo de inferéncias que ndo recorram a informacdo extra. O processo de identificacdo
do modelo mais comummente considerado consiste na imposi¢do externa de restricdes nos

pardmetros do processo de registo de modo que a probabilidade condicional de registo em

cada particdo 1, sejaamesma paratodas as categorias reunidas em cada classe de I1,, isto €,

M :A,

=My, i,k0C,,j=Lcom,, t=2,...,T.

Este processo M, € rotulado na literatura por censura ndo-informativa, ou ainda, segundo

Rubin (1976), por censura MAR (acronimo de Missing At Random). Observe-se que 0

modelo estatistico sob M, passa a ser saturado, sendo a respectiva verosimilhanca

expressavel numa forma factorizada por

o} N ) A <[0T ) =
=1 j=1 i=1 =2 j=1

=1, {2} [N)xL,(0|N)

onde 4, denota a probabilidade condicional deregistoem C, .

Note-se que esta factorizaco implica em caso de auséncia de qualquer relacdo entre
6 e {4,} (e g., sob independéncia a priori) que € L, o unico factor relevante para as
inferéncias sobre 6 que respeitam o Principio da Verosimilhanca. Dai que se diga que o
mecanismo de registo é ignoravel do ponto de vista das inferéncias verosimilhancistas (em

particular, bayesianas) sobre 6 .

Um caso especia de um mecanismo de censura MAR resulta da imposicdo mais
restritiva de uma unica probabilidade condiciona de censura por cada tipo de censura, i.e.,

por cada [1,, sendo pois definido por
M,:A;, =a,,i=1....m, t=1...,T.

Este processo € por vezes rotulado por censura MCAR (acronimo de Missing Completely At

Random) e, contrariamente a M, implica pelo Principio da Condicionalidade Generalizado
(para detalhes vide Paulino, 1991) que as inferéncias frequencistas sobre 8 podem basear-se

apenas na distribui¢do de nlcleo L,, que é agora a distribui¢do condiciona de {N t} dados os
totais N, = z;’;lng. (Produto de 7 Multinomiais independentes, M (N, ,z.0) ).
Grande parte das andlises descritas na literatura assumem compreensivelmente um

mecanismo de censura ndo-informativa ou ignorédvel do ponto de vista das inferéncias

baseadas ou na verosimilhanga (A/;) ou na teoria da amostragem (A/,). Isto € claramente



patente no livro de Little and Rubin (1987) e no artigo de revisdo sobre métodos frequencistas
(méxima verosimilhanga e minimos quadrados generalizados) de Paulino (1991) - uma
revisdo suplementar mais recente (em portugués) do uso destes métodos encontra-se na
dissertacdo de Rodrigues (1996).

As andlises baseadas em mecanismos de censura informativa ou ndo ignoravel do

ponto de vista frequencista apoiam-se em outras estruturas sobre {A,} de modo a manter a

sua dependéncia de classificagbes ndo observadas, ou entdo na fixagdo de valores

consentaneos para {A ;} com o eventua prop6sito de estudar a sua influéncia nas inferéncias

sobre 6, no espirito de uma andlise de sensibilidade. Referéncias recentes deste tipo de
andlises incluem Baker and Laird (1988), Conaway (1993), Chambers and Welsh (1993),
Park and Brown (1994) e Baker (1994, 1996).

Do ponto de vista bayesiano, Dickey et &, (1987), por um lado, e Forster and Smith
(1998), por outro, sdo artigos recentes que ilustram bem a aplicacéo de métodos bayesianos
nos dois cenarios acima indicados para a modelacdo do mecanismo de censura. Fazendo uso
da maior flexibilidade do paradigma bayesiano em acomodar modelos inidentificavels,
Paulino and Pereira (1992, 1995), Walker (1996) e Soares and Paulino (2000) descrevem
métodos apropriados para as inferéncias de interesse sem imporem restri¢cdes identificantes

nas probabilidades condicionais de censura.

Nas seccOes seguintes concentrar-nos-emos em descrever e desenvolver a
metodol ogia de maxima verosimilhanca de modo a torna-la directamente aplicavel a qualquer
problema de dados incompletamente categorizados na forma atrés indicada, e supostamente
explicaveis pelo modelo Multinomial munido da estrutura ndo-informativa MAR. O
desenvolvimento do mesmo tipo de andlise para o problema andlogo de observacdo
incompleta de processos poissonianos estéd em fase de ultimagdo (veja-se, entretanto, Paulino,
2000 e Paulino e Soares, 2000).

3. ANALISE SOB OMISSAO ALEATORIA

Em tudo o que segue admitimos a validade do mecanismo de censura ndo-informativa

M,, sob o qual N apresenta a distribuicdo amostral M (n,{(z,0)4,}) onde {4,} denotam
agora as probabilidades condicionais de registo em todas as classes C,;. Para a estimagao por

maxima verosimilhanga de 8 basta maximizar o factor L,, o que conduz ao sistema de

equacdes de verosmilhanca



0=N +ZD ZD N,

ndo sendo dificil verificar que a expressdo dada corresponde a forma usual de apresentagéo do
algoritmo EM (a da igualdade das esperangas, condicional em N e ndo condicional, das

frequénciasficticiasy).

Como meio de tornear a lentiddo do simples algoritmo EM pode-se optar pelos

algoritmos alternativos de Newton-Raphson e “scoring” de Fisher, para 0 que se necessita de

comecar por determinar o vector gradiente do logaritmo da verosimilhanga L, que

exprimimos em termosde 6 =(I,,,, 0, ,)8 , i. e., de todas as componentes de O & excepcao

da Ultima. Denotando por Z, a matriz (m —1)x(m, —1) obtida de Z, por remocdo da

dltima linha e coluna e definindo 6, =Z!0 e Z = [Zt,t :1,...,T], resulta que a fungao score

é
v.®=3Z6] "D, - Ele]"Z)s

onde B, =(I,, 0, )N, /N, L®=[;-68)N, r=1..T e £(6)¢é a mariz
diagonal em blocos com blocos diagonais X,(8) . Segue-se ento que a matriz hessana de

InL,(8|N) pode ser compactamente representada por:

— O n, JLe,
H,(0) = ‘Zl g) szJz%Zz

U

onde v, = ( (2 0)?, j=1..,m, —1) e J, éovector (m, —1) x1deuns.

O adgoritmo scoring de Fisher exige a estimagdo adiciona dos pardmetros

/L:(it,, tm)t_l' ,I pois E( }M) nk;z,0, 0t . Por maximizagéo

restringida de In L, (A(M,)|N), onde A(M,)=(4,r=1...,T), ou mais simplesmente,
atendendo ao facto de o modelo estatistico sob M, ser saturado, as estimativas de maxima
verosimilhanca das probabilidades condicionais de registo séo i(Ml):(it,tzL...,T),

A= (itl,. .. 'j‘\tm, ): n'D, N, . Deste modo, obtém-se como matriz de covariancia assintética
kS ~ =1
estimadade 6 amatriz E—Hz(e)ﬁ .

A formado factor L, daverosimilhangasob A,



T
L} NM,)= e
1=
conduz a gque a estimativa de méaxima verosimilhanca dos parametros desse tipo de processo

decensurasgaa, =N, /N_,t=1...,T com N =3 N, . Deste modo, o teste daraz&o

de verosimilhancas de Wilks de gjustamento do modelo especia de censura ndo-informativa
M, édefinido pela estatistica

QV(M2|M1):_2|n |N;M1

= —2% mz_’nt/[| n(z;/.é) - |n(ntj /Nt)]

=1 j=
com distribuicéo nula aproximada x(zs) ,s =1-T+1. Em dternativa, o teste de Pearson para

0 gjustamento de A, apoia-se na estatistica, assintoticamente equivalentea Q,, ,

_rm (nt. —Nt.z;.é)z
0, (MofMy)= 3 5 =~ Nz

Querendo testar o gjustamento de qualquer outro modelo particularizando a censura MAR

basta aplicar mutatis mutandi o procedimento acabado de descrever.

Sejaagora M O M, um modelo arbitrario mais restritivo que M, para o vector 1
das probabilidades condicionais de censura MAR e H um modelo reduzido para o vector 6
das probabilidades das celas. A estatistica de teste do modelo conjunto M n H sob M, pelo

critério da razdo das verosimilhangas de Wilks é desdobrével na soma das correspondentes
estatisticas detestede M ede H, i.e,
L (i(A/{)|N )L2 (é(H)| N)
L[Nz B N)
=0y (M|M1)+QV(H|M1)

0, (M n H|M,)=-2In

onde A(M) e 6(H) denotam as estimativas de méxima verosimilhanca de A e 6
restringidas a M e H, respectivamente. Como notaram Williamson and Haber (1994), este
particionamento de Q,, mostra que a comparagdo por esse critério de qualquer par de

modelos para as probabilidades das categorias (respectivamente, probabilidades condicionais
de registo) ndo depende da estrutura tdo ou mais reduzida que se imponha ao processo de

registo (respectivamente, processo de amostragem Multinomial).

Se 0 parametro de interesse for apenas 6 e se se pretende testar pelo critério Q, 0

gjustamento de um model o estrutural H para €le, aestrutura apropriada é



o L) N)
0, (| M,)= ZInTzEél_NT

sendo independente do modelo M mais restrito que M, (e.g., 0 modelo de censura MCAR
M) que se queira aceitar como valido. A este respeito observe-se que o recurso a estatistica

de Pearson,

T om [n — ‘z"é(H)]z
H|M,)= A
Ol )=3 5
Lnn, [z;j(é—Aé(H)]2
=13 z;je Z'H,G(H)

j&ndo proporciona 0 mesmo vantg 0so resultado pois a sua expressdo depende claramente de
M através das respectivas estimativas de A . Querendo testar simultaneamente o guste de

M, e H pelo critério Q, aedtatisticaausar é

L% [nt' _]\']z.zlt'é(l_l)]2
Qp(Mz n H|M1)_,lez=1 j N z'.éj(H)

.4y

4. CONCRETIZACAO A MODELOS LINEARES E LOG-LINEARES

Para uma concretizacdo adiciona de resultados anteriores vamos considerar para H
algumas das estruturas habituais em dados categorizados, a saber, os modelos estritamente

lineares e log-lineares no vector das probabilidades 6 .

O modelo estrutural estritamente linear € formulado em termos de equagdes livres por

onde X é uma matriz especificada (m —1) x p de caracteristica completa #(X)=p<m. A
incorporagdo desta estrutura no logaritmo da verosimilhanca L, (§|N ) e a sua diferenciagéo
em ordem a 3 conduzem a fungdo score U, (B) = X' U,(0(B)) e as seguintes equacdes de
verosimilhanca

T

= = N 1 7 AN = 1
X'YZD N, =X S Z{1-38(B) n,,
t=1

Zo
t=1

onde N, =p,N, .



A matriz hessiana associada estd relacionada com a do correspondente modelo

saturado pela expresséo

H,, (B)=X'H,(8(3)) X

€, por conseguinte, a correspondente matriz de informagéo de Fisher €

] I o2 I N -1 N !
L, (8,2 =X'SZ{D, +[-3Z6®)] 4,33} Z X
=1

onde u, =u,(3,1)= (n/ltj/z'tje(B), J =l,...,m,).

O uso de uma destas matrizes no correspondente algoritmo de Newton-Raphson ou “scoring’
de Fisher conduz-nos a determinacdo da estimativa de méxima verosimilhanca [§ de B, da
qual se obtém os valores observados das edtatisticas de teste atrés citadas através das
estimativas de maxima verosimilhanca é(H)= X[g. A distribuicdo nula assintética de
0, (M, n H|Ml) e de 0,(M,n H|Ml) EX{rim1pyENQUaNto a de Q, (H|M1) e

QP(H |M1) é X(2n1—1—p)' Pelo método delta, conclui-se que a matriz de covariancia

aproximadade 8(H) é
V&rgg(H)él: XL, @A x

Saliente-se ainda que, ndo havendo interesse em B nem no estudo de eventuais

redugBes do modelo H, o gustamento de H pode processar-se aternativamente através de

equivalente formulacdo em restricbes de H, i.e.,

H:Co=0
onde C € uma matriz a x(m —1) de caracteristica completa a=m —1- p cujas linhas sdo
ortogonais as colunas de X. Com efeito, a maximizagdo restringida de InL, (§|N) pelo

método dos multiplicadores |agrangianos conduz-nos ao sistema de equacles

~

@(H)z{lm_l—ifc'[cifc']‘l} i Z,%p

onde V = %B:(G(H )) S )it =X, (@(H )), passivel de resolucdo iterativa directa em

l:l

ordema 8(H).

O modelo estrutural log-linear para as probabilidades das celas € compactamente
definido por
H:In6=1,n+Xp



onde X éumamatriz m X p tal que a caracteristicade [1,,,X] é 1+ p. Com ainclusio da

restricdo natural 1'6 =1, esta estrutura pode ser expressa por
6(B) = exp(XP)/1;, exp(XP) .

Diferenciando InL,(8(B) |[n) em ordem a 3 obtemos a fungéo score
Uais (@)= XN+ 5 Dy Z, D5y N, - X (@)
onde U(B) = NB(B) , pelo que o sistema de equacdes de verosimilhanca é
X' @vl + i Do Z,DzopN, @z X'u(p).

A forma destas equagdes mostra que a sua resolucéo iterativaem ordema 3 oua 6 pode ser

feita via algoritmo EM onde o passo M pode exigir, dependendo de X, 0 recurso a outro

algoritmo a semelhanca do que se passa com dados completos (vide Paulino, 1991).

Procedendo a diferenciacéo adicional em ordem a 3’ do vector gradiente de InLZ,

obtém-se a matriz hessiana
ID T I !
H,,(B)=X EI’” L+ Ez[Da,(B) _Db,(B)ZtZI]gDG(B) _G(B)[G(B)]} X
=

onde a,(B) =Z,DzopN,, € b,(B) = Dyg Z Dzoe N, que, juntamente com a fungéo score,

permitem obter iterativamente a estimativa de maxima verosimilhanca B pelo método de

Newton-Raphson. Optando pelo algoritmo “scoring” de Fisher, necessitamos da matriz de

informacdo de Fisher que é expressavel por

1, (3,1) = x'@ I - i L (W)ztzg]ane(m - e(B)[e(B)]'} X
onde
A, (B4 = El, BBALYM, )= nZ, 3,
B,(8.2) = Eb, BB/} M.)= Doy Z,D oy,

Uma vez obtido B e a sua matriz de covaridncia aproximada estimada,

~

v; =[IZLL (@,ij_ls[—Hm(ﬁ)]_l, com J, =n"D ;. N,, rapidamente se determinam as

correspondentes estimativas para as probabilidades 6(B) e para a matriz de covariancia

aproximada associada



V,(8.4) ={Du, - 0@6@)] | X 1, B, ] X { Dy, - 0BI0(B] |
bem como os valores observados das estatisticas de teste O, e O, para 0 gustamento de H

mencionadas anteriormente e cuja distribui¢do nula assintética comum é

O,(M,nH|M,)=" Q,(M,n H|M;) I} X(Zs+m—1—p)

sob My,nH

QV(H |Ml) = QP(H |Ml) Dj'; HX(Zm—l—p) '

sob M,n

5. ILUSTRACAO

A metodologia descrita nas secgdes anteriores € agui aplicada a dois exemplos. Os
clculos foram executados recorrendo a partes do programa desenvolvido por Rodrigues
(1996) e a programas adicionais, todos elaborados na linguagem matricial do sistema NTIA
(1996), semelhante a IML/SAS - € nossa intencdo desenvolver a curto/médio prazo um novo
programa integrado que inclua os desenvolvimentos aqui expostos e que sgja executavel por

um software de maior difusgo.

Exemplo 1: Este problema retracta um estudo de comparacdo de dois métodos de avaliacio
da susceptibilidade a carie dentaria numa amostra de criangas em idade escolar e ja com
denticdo permanente. O método convencional, de dificil aplicacdo em grande escala e de
custos el evados, baseou-se na contagem de bactérias Lactobacillus em amostras salivares. De
acordo com o menor ou maior numero destas bactérias, assm se classificou cada unidade em
baixo, médio ou ato risco. O método de fécil aplicabilidade e de baixos custos operou esta
classificagdo segundo a coloragéo obtida com a reac¢do de uma amostra de saliva com a

resarzurina (azul, violeta e rosa, indicando baixo, médio e alto risco, respectivamente).

As frequéncias observadas, exibidas na tabela 1.1, mostram que um numero
significativo de criangas ndo conseguiu ser classificado de acordo com esta escala gradativa
devido a ocorréncia de padrdes de cor intermédios. O conjunto de frequéncias pode ser

encaixado no figurino estabel ecido de parti¢des do seguinte modo:



I, = parti¢do da classificacdao completa , Z, =14,N, =51,

0,01, 0
m,=f@ ).} =123 0{(3D.(32.33}, Z, =02 ° FA.N, =18
0 06 I3 O
N , O 0 O
N, ={2./).3 }.j =123 01{@1).102),13}, z;= %) o % N, = 28.
33 12 3

Tabela 1.1: Frequéncias observadas dos graus de risco a carie dentéria

Teste padréo
Teste simplificado ata média baixa
dta 7 11 2
média 3 9 5
baixa 0 10 4
alta/meédia 8 7 3
média/baixa 7 14 7

As grandes questBes de interesse neste problema respeitam a comparacéo dos dois métodos
em termos quer das probabilidades marginais dos graus de risco quer de alguma medida de

concordancia entre as classificacfes operadas.

Tabela 1.2: EstimativasMV de {8,} e respectivos erros padroes na subamostra completa e
na amostra global.

cdas | p;  O(py) éjj 6(6,)  8,(H)  8(6,(H)
i (x10) (x10) (x10)
11 | 0137 0482 0.106 0.359 0.105 0.354
12 | 0216 0576 0.142 0.390 0.135 0.275
13 | 0039 0.272 0.026 0.179 0.026 0.171
21 | 0059  0.330 0.152 0.656 0.160 0.488
22 | 0177 0534 0.219 0.529 0.223 0.510
23 | 0098 0416 0.124 0.387 0.131 0.337
31 | 0000 0000  1.9x10’ 0.797 1.9x 10" 0.480
32 | 019 0556 0.165 0.455 0.156 0.393
33 | 0078 0377 0.066 0.302 0.065 0.299




Para a resposta a estas questdes, ja previamente abordadas segundo outros métodos ou
andlises preliminares por Soares e Paulino (1998, 2000) e Rodrigues e Paulino (1998),
expdem-se na tabela 1.2 estimativas MV das probabilidades de classificagdo conjunta e
respectivos desvios padrfes assintéticos estimados. As colunas 2 e 3 referem-se as
proporgdes observadas na subamostra completa e exibem-se aqui apenas para mostrar que
uma andlise condicional & amostra completamente categorizada conduz a estimativas bem
diferentes das que se obtém com todas as unidades amostradas sob uma censura MAR e que

Se apresentam nas colunas 4 e 5.

A hipétese de um mecanismo de censura classicamente ignoravel, M ,, é claramente

desmentida pel os dados,
O, (M, |M,)=3593 DGP =0
V=l
Op(M, | M;)=24.40 DGP =0,
V=l

como seria antecipavel da andlise das estimativas MV das probabilidades condicionais de
censura MAR registadas natabela 1.3.

Tabela 1.3: Estimativa MV das probabilidades condicionais de registo sob censura MAR.

Método
simplificado Meétodo convencional
ata(l) média (2) baixa (3)

ata(1) 0.680 0.800 0.794
média (2) 0.204 0.424 0.415
baixa (3) 0 0.624 0.621
altalmédia 0.320 0.200 0.206
média/baixa 0.476 0.376 0.379

O modelo de homogeneidade marginal H :C8 =0, com

1 1-100 -1 0(

““B 10101 0 -1

apresenta um bom g ustamento,
0, (H|M,;)=013=Q,(H | M,) sz =0.94.
V=

As estimativas MV dos Gl.j e erros padroes associados sob este modelo estéo registados nas

colunas6 e 7 databelal.2.

Utilizando como medida de concordancia entre os dois métodos o coeficiente kapa de
Cohen,



Z ZBG

1-5 6.0,

a sua estimativa MV e o erro padréo associado (calculado pelo método delta) sdo dados por
k =0.016, (k) = 0.090.

Em suma, a andlise efectuada revela que existem fortes evidéncias de que os dois
métodos conduzem a idénticas proporgdes dos graus de risco atribuidos mas com uma grande
discordancia, pelo que o método simplificado ndo parece constituir um substituto vadido do

método padrdo mais caro.

Exemplo 2: Este problema diz respeito a um estudo de caso-controlo, descrito em
Williamson and Haber (1994), envolvendo mulheres com e sem cancro do colo do Gtero
(variavel A), classificadas adicionalmente pelo nimero de parceiros sexuais (variavel B
categorizada em poucos se inferior ou igual a 3 e muitos No caso contrério) e pelo rendimento
anual do agregado familiar (variavel C categorizada em baixo se inferior ou igual a 25000

USD e alfo no caso contréario).

A tabela 2.1 de frequéncias observadas mostra que é apreciavel 0 nimero de casos e
controlos com classificagdo omissa nas varidveis nimero de parceiros sexuais e rendimento.
A totalidade das frequéncias é agrupavel nas seguintes particoes:

I, = parti¢do da classificagdo completa ,N; =652,Z, =1g;

M, = particdo da classificagio em (X,,X,),N, =34,Z,=1,01,;

M, = parti¢do da classificagdo em (X,,X3),N; =102,Z, =1, 0 (12 0 Iz);
M, = particdo da classificagio em X,,N, =26,Z, =1, 01,.

Tabela 2.1: Frequéncias observadas em mulheres

Statudocan-  NUmero de par- Rendimento
cro cervical ceiros sexuas baixo alto OMisso
controlo poucos 77 87 14
controlo muitos 94 70 8
controlo 0misso 25 18 14
caso poucos 67 36
caso muitos 143 78
caso OMisso 43 16 12




A gquestdo centra de interesse reside em averiguar o tipo de associacdo eventua mente
existente com vista a determinar o possivel efeito na doenca das restantes variaveis. Paratal
vamos considerar que tais objectivos sdo a cancaveis de um delineamento cruzado compativel

com 0 modelo Multinomial em que se baseia a andlise descrita neste artigo.

A semelhanca do exemplo anterior, a tabela 2.2 contém vérias estimativas MV das
probabilidades das oito categorias das variaveis (tidas como) respostas. O teste de

gjustamento do modelo MCAR apresenta resultados ndo significativos,
O, (M, |M,)=9.56 D_7P 00.21
0,(M,|M,) =9.90D_7P J0.19,

pelo que a andlise subsequente de estruturas log-lineares para {6,,} podera fazer uso de tal

resultado, admitindo a validade do mecanismo de censuraM CAR.

Tabela 2.2: Estimativas MV de {6,,} e respectivos erros padroes na subamostra completa e
na amostra global

Celas P (py) Oy 5(54'//{) éijk (H) 5(55/1( (H))

ijk (x10) (x10) (x10)

111 | 0.118 0.126 0.121 0.123 0.127 0.117

112 | 0.133 0.133 0.133 0.127 0.127 0.116

121 | 0.144 0.138 0.143 0.131 0.137 0.120

122 | 0.107 0.121 0.103 0.115 0.109 0.107

211 | 0.103 0.119 0.105 0.116 0.099 0.104

212 | 0.055 0.089 0.053 0.086 0.059 0.076

221 | 0.219 0.162 0.226 0.154 0.232 0.149

222 | 0.120 0.127 0.117 0.119 0.111 0.107

A tabela 2.3 indica as egtimativas MV e correspondentes erros padrfes dos
parémetros log-lineares do modelo sem interaccdo de segunda ordem (definido segundo a
parametrizacdo desvios de médias). As decorrentes estimativas associadas as probabilidades

B,, estdo nas colunas 6 e 7 da tabela 2.2. O resultado ndo significativo dos testes de

gjustamento desse modelo,



Oy (H |My)=1660 P0.20,

Op(H|M,)=164 DlP 00.20,
V=

mostra que ndo ha indicios significativos de interaccdo de segunda ordem entre as trés
variaveis, ou equivalentemente, de interaccdo entre B e C nos logitos de ocorréncia da

doenca. Contudo, os modelos log-lineares que se Ihe sucedem na escala hierérquica

apresentam todos resultados altamente significativos. Por exemplo, o teste O, condicional

de anulamento da interacgio entre a doenca e o nimero de parceiros sexuais, H,:u;:’ =0,

dado o modelo anterior apresenta o resultado Q, (H, |H;M;) =24.39 (P 00 paralg.l.).

Tabela 2.3: Estimativas MV dos parémetros log-lineares do modelo sem interacgdo de 22

ordem e respectivos erros padrdes.

4 B c AB AC BC
P u; Uy Uy Uy up Uy

I@ 0.060 -0.176 0.185 0.196 -0.128 - 0.056

a( Ié) (x10) 0.377 0.403 0.381 0.400 0.382 0.413

Assim, a associacao presente entre as trés varidvels parece ser razoavel mente descrita
por um modelo linear aditivo nos logitos da ocorréncia de cancro, reflectindo que os casos
estdo positivamente associados com baixo rendimento do agregado familiar e com muitos
parceiros sexuais, conforme transparece das estimativas, reproduzidas na tabela 2.4, das
razdes de produtos cruzados parciais logaritmizadas para tal modelo enquadrado na estrutura
MCAR.

Tabela 2.4: Estimativas MV do logaritmo das RPC parciais (e respectivos erros padrdes) sob

0 modelo sem interaccdo de 22 ordem com censuraMCAR.

InA* &(InA") InA® &(In2?) N G(InAC)

-0.225 0.166 -0.513 0.153 0.782 0.160
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